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BME	  205	  L10	  
SINUSOIDAL	  STEADY	  STATE	  
ANALYSIS	  
Introduc2on	  
•  We	  just	  learned	  that	  the	  forced	  or	  steady-­‐state	  response	  of	  circuits	  
to	  sinusoidal	  inputs	  can	  be	  obtained	  by	  using	  phasors.	  We	  also	  
know	  that	  Ohm’s	  and	  Kirchhoff’s	  laws	  are	  applicable	  to	  ac	  circuits.	  	  
•  Now	  we	  want	  to	  see	  how	  nodal	  analysis,	  mesh	  analysis,	  Thevenin’s	  
theorem,	  Norton’s	  theorem,	  superposi2on,	  and	  source	  
transforma2ons	  are	  applied	  in	  analyzing	  ac	  circuits.	  Since	  these	  
techniques	  were	  already	  introduced	  for	  dc	  circuits,	  we’ll	  mostly	  
illustrate	  with	  examples.	  
•  Analyzing	  ac	  circuits	  usually	  requires	  three	  steps.	  
–  1.	  Transform	  the	  circuit	  to	  the	  phasor	  or	  frequency	  domain.	  
–  2.	  Solve	  the	  problem	  using	  circuit	  techniques	  (nodal	  analysis,	  mesh	  analysis,	  
superposi2on,	  etc.).	  
–  3.	  Transform	  the	  resul2ng	  phasor	  to	  the	  2me	  domain	  
•  Step	  1	  is	  not	  necessary	  if	  the	  problem	  is	  specified	  in	  the	  frequency	  
domain.	  In	  step	  2,	  the	  analysis	  is	  performed	  in	  the	  same	  manner	  as	  dc	  






•  The	  basis	  of	  nodal	  analysis	  is	  Kirchhoff’s	  current	  law.	  Since	  KCL	  is	  
valid	  for	  phasors,	  we	  can	  analyze	  ac	  circuits	  by	  nodal	  analysis.	  The	  
following	  examples	  illustrate	  this.	  
EXAMPLE	  
Find	  ix	  by	  nodal	  analysis.	  
Solu0on:	  
We	  first	  convert	  the	  circuit	  to	  
the	  frequency	  domain:	  
à	  
At	  node	  2,	  
By	  simplifying,	  we	  get	  
We	  can	  put	  these	  equa2ons	  in	  matrix	  form:	  
We	  obtain	  the	  determinants	  as	  
Prac2ce	  problem	  
Answer:	   v1(t) =11.33sin(2t + 60.02°)
v2 (t) = 33.02sin(2t + 57.13°)
Example	  
Nodes	  1	  and	  2	  form	  a	  supernode	  
as	  shown.	  Applying	  KCL	  at	  the	  
supernode	  gives	  
or	  
But	  a	  voltage	  source	  is	  connected	  between	  nodes	  1	  and	  2,	  so	  that	  




Recall:	  Mesh	  analysis	  is	  all	  about	  applying	  KVL.	  Now	  we	  have	  complex	  numbers.	  
EXAMPLE	  
Therefore:	  
In	  matrix	  form:	  
Prac2ce	  Problem	  
Example	  
Find	  Vo	  using	  mesh	  analysis	  	  
Solu0on:	  
As	  shown	  below,	  meshes	  3	  and	  4	  form	  a	  supermesh	  due	  to	  the	  current	  source	  
between	  the	  meshes.	  For	  mesh	  1,	  KVL	  gives	  
or	  
For	  mesh	  2	  
For	  the	  supermesh	  
Due	  to	  the	  current	  source	  between	  
meshes	  3	  and	  4,	  at	  node	  A,	  
With	  subs2tu2ons	  we	  can	  get	  
two	  equa2ons	  in	  I1	  and	  I3:	  
Matrix	  equa2on	  is:	  
Prac2ce	  problem	  
Superposi2on	  theorem	  
•  Since	  ac	  circuits	  are	  linear,	  the	  superposi2on	  theorem	  applies	  to	  ac	  circuits	  
the	  same	  way	  it	  applies	  to	  dc	  circuits.	  	  
•  The	  theorem	  becomes	  important	  if	  the	  circuit	  has	  sources	  opera2ng	  at	  
different	  frequencies.	  In	  this	  case,	  since	  the	  impedances	  depend	  on	  
frequency,	  we	  must	  have	  a	  different	  frequency-­‐domain	  circuit	  for	  each	  
frequency.	  The	  total	  response	  must	  be	  obtained	  by	  adding	  the	  individual	  
responses	  in	  the	  *me	  domain.	  	  
•  It	  is	  incorrect	  to	  try	  to	  add	  the	  responses	  in	  the	  phasor	  or	  frequency	  
domain.	  Why?	  Because	  the	  exponen2al	  factor	  ejωt	  is	  implicit	  in	  sinusoidal	  
analysis,	  and	  that	  factor	  would	  change	  for	  every	  angular	  frequency	  ω.	  It	  
would	  therefore	  not	  make	  sense	  to	  add	  responses	  at	  different	  frequencies	  
in	  the	  phasor	  domain.	  Thus,	  when	  a	  circuit	  has	  sources	  opera2ng	  at	  
different	  frequencies,	  one	  must	  add	  the	  responses	  due	  to	  the	  individual	  
frequencies	  in	  the	  2me	  domain.	  
Example	  
Use	  superposi2on	  to	  re-­‐solve	  this	  circuit,	  to	  find	  Io	  
To	  find	  	  	  	  	  	  	  	  consider	  the	  circuit	  in	  (a).	  If	  we	  
let	  Z	  be	  the	  parallel	  combina2on	  of	  −j2	  and	  
8	  +	  j	  10,	  then	  
	  
	  









Subs2tu2ng	  for	  I3	  
Then	  the	  mesh	  1	  equa2on	  becomes	  
à	  
Puing	  it	  all	  together:	  
Note	  that	  this	  took	  much	  longer	  than	  when	  we	  used	  mesh	  analysis.	  But	  
as	  we’ll	  see	  in	  the	  next	  example	  superposi2on	  is	  the	  best	  way	  to	  deal	  




Find	  vo	  using	  the	  superposi2on	  theorem.	  
The	  circuit	  contains	  sources	  at	  3	  different	  frequencies	  (including	  the	  DC	  
source,	  for	  which	  ω	  =	  0).	  To	  solve	  using	  superposi2on,	  we	  break	  the	  problem	  
into	  three	  single-­‐frequency	  problems.	  	  
We	  let	  
	  
where	  v1	  is	  due	  to	  the	  5-­‐V	  dc	  voltage	  source,	  v2	  is	  due	  to	  the	  10	  cos	  2t	  V	  
voltage	  source,	  and	  v3	  is	  due	  to	  the	  2	  sin	  5t	  A	  current	  source.	  
	  
To	  find	  v1,	  we	  set	  to	  zero	  all	  sources	  except	  the	  5-­‐
V	  dc	  source.	  We	  recall	  that	  at	  steady	  state,	  a	  
capacitor	  is	  an	  open	  circuit	  to	  dc	  while	  an	  inductor	  
is	  a	  short	  circuit	  to	  dc.	  There	  is	  an	  alterna2ve	  way	  
of	  looking	  at	  this.	  	  
Since	  ω	  =	  0,	  jωL	  =	  0,	  1/jωC	  =	  ∞.	  Either	  way,	  the	  




To	  find	  v2,	  we	  set	  to	  zero	  both	  the	  5-­‐V	  source	  and	  
the	  2	  sin	  5t	  current	  source	  and	  transform	  the	  










In	  the	  2me	  domain,	  
To	  obtain	  v3,	  we	  set	  the	  voltage	  sources	  to	  zero	  and	  transform	  what	  is	  lek	  to	  
the	  frequency	  domain.	  Equivalent	  circuit	  in	  (c).	  
(c)	  
Let	  
Adding	  the	  three	  components	  to	  finish:	  
Prac2ce	  problem	  
Find	  vo	  using	  superposi2on	  
Source	  transforma2on	  
As	  shown	  below,	  source	  transforma2on	  in	  the	  frequency	  domain	  involves	  
transforming	  a	  voltage	  source	  in	  series	  with	  an	  impedance	  to	  a	  current	  
source	  in	  parallel	  with	  an	  impedance,	  or	  vice	  versa.	  As	  we	  go	  from	  one	  





Find	  Io	  using	  source	  transforma2on	  
Thevenin	  &	  Norton	  Equivalent	  circuits	  
•  Thevenin’s	  and	  Norton’s	  theorems	  are	  applied	  to	  ac	  circuits	  in	  the	  same	  way	  
as	  they	  are	  to	  dc	  circuits	  (but	  in	  ac	  complex	  numbers	  come	  in).	  	  
•  The	  frequency-­‐domain	  version	  of	  a	  Thevenin	  equivalent	  circuit	  is	  depicted	  
below	  lek,	  where	  a	  linear	  circuit	  is	  replaced	  by	  a	  voltage	  source	  in	  series	  with	  
an	  impedance.	  The	  Norton	  equivalent	  circuit	  is	  illustrated	  below	  right,	  where	  
a	  linear	  circuit	  is	  replaced	  by	  a	  current	  source	  in	  parallel	  with	  an	  impedance.	  
Keep	  in	  mind	  that	  the	  two	  equivalent	  circuits	  are	  related	  as	  
If	  the	  circuit	  has	  sources	  opera2ng	  at	  different	  frequencies,	  the	  Thevenin	  or	  Norton	  
equivalent	  circuit	  must	  be	  determined	  at	  each	  frequency.	  This	  leads	  to	  en2rely	  
different	  equivalent	  circuits,	  one	  for	  each	  frequency,	  not	  one	  equivalent	  circuit	  with	  
equivalent	  sources	  and	  equivalent	  impedances.	  
Example	  







Answer:	   ZTh = 4.47 < -7.64

VTh = 30.3 < -3.07





Op	  Amp	  AC	  circuits	  
•  The	  three	  steps	  for	  solving	  AC	  circuits	  stated	  at	  the	  start	  of	  
this	  lecture	  also	  apply	  to	  op	  amp	  circuits,	  as	  long	  as	  the	  op	  
amp	  is	  opera2ng	  in	  the	  linear	  region.	  	  
•  As	  usual,	  we	  will	  assume	  ideal	  op	  amps.	  As	  always,	  the	  key	  to	  
analyzing	  op	  amp	  circuits	  is	  to	  keep	  two	  important	  proper2es	  
of	  an	  ideal	  op	  amp	  in	  mind:	  
•  1.	  No	  current	  enters	  either	  of	  its	  input	  terminals.	  
•  2.	  The	  voltage	  across	  its	  input	  terminals	  is	  zero.	  
•  The	  following	  examples	  will	  illustrate	  these	  ideas.	  
Example	  
Determine	  vo(t)	  for	  the	  op	  
amp	  circuit	  in	  (a)	  if	  vs	  =3	  
cos	  1000t	  V.	  
Solu0on:	  
We	  first	  transform	  the	  circuit	  
to	  the	  frequency	  domain,	  as	  
shown	  in	  (b),	  where	  	  
	  
	  





Compute	  the	  closed-­‐loop	  gain	  and	  
phase	  shik	  for	  the	  circuit	  shown.	  
Assume	  that	  R1	  =	  R2	  =	  10	  k,	  C1	  =	  2	  μF,	  
C2	  =	  1	  μF,	  and	  ω	  =200	  rad/s.	  
Solu0on:	  
The	  feedback	  and	  input	  impedances	  are	  calculated	  as	  




1.	  We	  apply	  nodal	  and	  mesh	  analysis	  to	  ac	  circuits	  by	  applying	  KCL	  and	  KVL	  to	  
the	  phasor	  form	  of	  the	  circuits.	  
2.	  In	  solving	  for	  the	  steady-­‐state	  response	  of	  a	  circuit	  that	  has	  independent	  
sources	  with	  different	  frequencies,	  each	  independent	  source	  must	  be	  
considered	  separately.	  The	  most	  natural	  approach	  to	  analyzing	  such	  circuits	  is	  
to	  apply	  the	  superposi2on	  theorem.	  A	  separate	  phasor	  circuit	  for	  each	  
frequency	  must	  be	  solved	  independently,	  and	  the	  corresponding	  response	  
should	  be	  obtained	  in	  the	  2me	  domain.	  The	  overall	  response	  is	  the	  sum	  of	  
the	  2me-­‐domain	  responses	  of	  all	  the	  individual	  phasor	  circuits.	  
3.	  The	  concept	  of	  source	  transforma2on	  is	  also	  applicable	  in	  the	  frequency	  
domain.	  
4.	  The	  Thevenin	  equivalent	  of	  an	  ac	  circuit	  consists	  of	  a	  voltage	  source	  VTh	  in	  
series	  with	  the	  Thevenin	  impedance	  ZTh.	  	  
5.	  The	  Norton	  equivalent	  of	  an	  ac	  circuit	  consists	  of	  a	  current	  source	  IN	  in	  
parallel	  with	  the	  Norton	  impedance	  ZN	  (=	  ZTh).	  
